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Ubersicht

Stochastische Effekte
=> was sind das?

=> warum wichtig?
=> wie behandeln?

Gillespie-Algorithmus <=> direkte Implementierung
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Stochastische Effekte
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Dichtefluktuationen
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Poisson-Verteilung

Betrachte Kontinuum w mit im Mittel A Ereignissen pro Einheitsintervall Aw

Annahmen:

i) Seltenheit: <<| Ereignisse in [w, w+Aw], hochstens ein Ereignis
i)  Proportionalitit: <N> = A Aw

iii)  Geschichtslosigkeit (Markov-Prozess)

Wahrscheinlichkeit, dass k Ereignisse B Ak vy
pro Einheitszeitintervall auftreten: Pk = k_!e
Mittelwert: (k) = Z k pre=A Varianz;  0° = Z P (k— <k>)2 =\
Relative S (Fehler) Ak © 1
elative Streuung (Fehler): —_— = T = =
® ko (k) VA
Mittlere Teilchenzahl | 100 1000 | Mol
relative Unsicherheit ‘ 10% 3% le-12
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Reaktionen im Teilchenbild

Assoziation: A
\%—> AB
B /

A+B => AB
d|AB
Kontinuierliche Ratengleichung: % = k[A][B]
Anzahl neuer AB in V wahrend At:
d|AB
ANpp = % V At
Ny Ng
= kgg— — VA
kAB AVI v
= "f/ Ny Np
= PapNaNp

Reaktionsrate kag => Reaktionswahrscheinlichkeit Pag
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Direkte Implementierung
A+B - AB

o« Comtinuous AB py
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Achtung: didaktische Implementierungen!
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Beispiel: Reaktions-Kette

A=>B=>C
Raten: dA dB dC
KA = —kA—kB =
dt . dr 2 dt

Zeitentwicklung aus den kontinuierlichen Raten:

1.00

Na, N, Nc / Nao
o
(@)}
<

time

ki =k2=0.3
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Stochastische Simulation

A=>B=>C

Ao = 1000 Teilchen beit=0

1.00 400
A A
3007 B

1? 0.507 9
o9 S 2007
e g
< £ 1007

0.00 ' 0 T | |

0 10 20 30 000 025 050 0.75 1.00
time
ki =k2=10.3 Werte bei t = 7 (1000 Laufe)
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Weniger Teilchen

=> Mehr Rauschen

Ao = 100

1.00 1.00
2 $
U 0.50 U 0.50
m m
< <

0.00 0.00

20 30
time

1.00

A,B,C /Ao
o
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0.00
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1.00
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a
<

20 30
time
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30
30

20
20

time

1.00
0
1.00

oy/D'aV 0/

Noch weniger Teilchen

Ao = 30

1.00
0.00-t
1.00

time

time
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Varianz vs. Teilchenanzahl

Poisson:

relative Abweichung 1/\/N 3007 A B Ao = 1000
2007

1000 Simulationslaufe, 1007

Werte sichern bei t = 7. < 0
=R
Fit der Verteilung mit Gaussvert. %300
(Normalverteilung) "i:;s 150-
(x— <x >)2] 5
£(2) = exp | - £ o
w/+/A
/ 0 4007
<A>=0.13, wa = 0.45 2007
<B> = 0.26, ws = 0.55 0
0.00

<C>=0.6l, wc=045
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Gillespie-Algorithmus

\ 10

Exact Stochastic Simulation of Coupled Chemical Reactions

= Parallelen zu den Poisson-
nnahmen

Danlel 7, Gitesple*
Resaartn Departmed, News' Waaoons Cover, Chw Lot Callom RASSS Receed’ May 12 970)

MSication conty aminied by e Navel' Weapors Cerer

There are two formalisms for mathematically describing the time behavior of & spatially bomogenecus chemical
syster: The deterministic approach regards the time evolution as a continuous, wholly predictable process
which s governed by & set of coupled, ordinary Sfferential squations (the “reaction-cate squations™); the stochastic
spprooch regards the time evolution as a kind of random-walk process which is governed by a single dif-
ferential.difference equation (the “master equation”™). Falely simple kinetic theory arguments show that the
stochastic formulation of chemical kRinetios has a Grmer physical basis than the deterministic formulation, but
unfortunately the stochastic master equation is often mathesatically intractable. There is, however, a way
Lo make exact numerical calculstions within the framework of the stochastic formulation without having to
deal with the master equation directly. [t ks a relatively simple digital computer algorithm which uses 2 rigorously
derived Moste Carlo procedure 1o numerically simelate 1he time svolution of the given chemical system. Like
the master equation, this “stochastic simulation algorithm”™ correctly accounts for the inheremt fluctuations
aad corselations that are secessardy gnceed in the determinitic foemulaticn. 1o addition, welike most procedures
for sumencally solving the deterministic reaction-rate equations, this algorithe never appeoximates infinitesimal
time increments dr by finite time steps At The feasibilicy and utility of the sealation algocithn ace demonstrated
by applying 1t to several well-known model chemical systems, including the Lotks model, the Brusselator, and
the Oregosator.

D. Gillespie, J. Phys. Chem. 81 (1977) 23402361
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Das Problem

Zerfallsreaktion: A => O

Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis in (t, t+At) bei A(t) Molekiilen = A(t) k At

Naiver Algorithmus: y _ AQ

For every timestep:
get random number r € [0, 1)
if r < A*k*dt:
A= A-1

Es geht,aber:  A(t)*k*dt << | — Genauigkeit

=> meistens passiert nichts

Gillespie uberlegte sich: "Wann ist das nachste Ereignis?"

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — V12 |4



Exponentiell verteilte Wartezeiten

Idee: wann findet die nachste Reaktion statt!

Mit A(t) Molekulen:

g(A(t), s) = Wahrscheinlichkeit, dass keine Reaktion in (t, t+s) stattfindet

+ Poisson-Annahmen

=> DGL fur Verteilung der Wartezeiten:

g(A(t),s) = exp[—A(t)ks] = e/

mittlere Wartezeit: %0 = 7 A(t)
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Gillespie — Schritt |

Idee: Finde heraus, wann die nachste Reaktion stattfinden wird!

(Zwischen den diskreten Reaktionen passiert nichts ...

Es seien A(t) Molekule zum Zeitpunkt t im System

f(A(t), s) = W'keit. dass fur A(t) Molekule die nachste Reaktion im Intervall
(t+s, t+s+ds) stattfindet, mit ds => 0

g(A(t), s) = Wrkeit. dass fur A(t) Molekule in (t, t+s) keine Reaktion passiert.

Dann: f(A(t),s)ds = g(A(t),s) A(t +s)kds
Keine Reaktion wahrend (t, t+s):

f(A(t),s)ds = g(A(z),s) A(t)kds

Wrkeit. fur Reaktion in (t+s, t+s+ds)
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Wahrscheinlichkeit fur (keine Reaktion)
Wir brauchen nun g(A(t), s)
Verlangere g(A(t), s) ein wenig:

g(A(t),s+ds) = g(A(t),s) [1—A(t+s)kds]

noch etwas A(t+s) = A(t) und sortiere um:

im 9240 ~9(A0),) _dg(A0.0) _ 40 450

Mit g(A,0) = | ("keine Reaktion wahrend Zeit = 0")

=>Verteilung der Wartezeiten zwischen diskreten Reaktionsereignissen:
8(A(t),s) = exp[—A(t)ks]

— . .. S ==
Lebensdauer = mittlere Wartezeit: 0= ¢ At
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Gillespie-Algorithmus: | Spezies

Exponentielle Verteilung der Wartezeiten:
8(A(t),s) = exp[—A(t)ks]

Mit r = exp|—A(t)ks]

fifetme >

=> Gillespie-Algorithmus fur Reaktion A => @:

A = AQ
While(A > 0):

t
A

t + s(r)
A-1

get random number r € [0, 1)

keine Abfrage!!!
einfache Sprung
in der Zeit
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Gillespie- vs. direkte Integration

Naiv:

"Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass im nachsten At ein Ereignis

stattfindet?"

=> kleine feste Zeitschritte

=> Naherung erster Ordnung

Gillespie:

"Wie lange dauert es bis
zum nachsten Ereignis?"

=> variable Zeitschritte

=> exakt

30

® Gillespie
* naive
- analytic
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Gillespie — viele Spezies
Fur beliebige Anzahl an moglichen Reaktionen:

i) Wahrscheinlichkeiten fur jede einzelne Reaktion: &« i=1,...,N
J
gesamte W'keit o = 2 Q

1 1
(ii) Wartezeit bis zum nachsten beliebigen Ereignis: s = —1In [—]

o r
j—1 J
(iii) Wahle eine der Reaktionen aus gemaB: Z o; < Oorz < Zai
i=1 i=1
L o1 | 02 | 03 | 04 | 05 | U6 ]
| 1 1 1 1 1 1
0 o1 O1+002 o1 +02+03 a1+...+04 * A1+...+05 (047

(iv) Update der Teilchenzahlen
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Ein Beispiel mit zwei Spezies

Reaktionen:

ki ka k3 ka4
A+A => 0O A+B => 0@ O => A O => B

Ratengleichungen:

dA dB
—— = ky — 2A%k; — ABEk ~— = k4 — ABEk
7 3 1 2 7 k4 2
kz — kg4 ka4
i i : Ass — Bss =T
Gleichgewichtszustand: 2k oA
mit k) =103 s ko= 102s"! k3= 125" ke =1 s

=> Ass =10, Bs =10

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — VI2
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Gillespie-Algorithmus

(a4) Generate two random numbers r, r, uniformly distributed in (0,1).

(b4) Compute the propensity functions of each reaction by a; = A(t)(A(t) —1)k,,
oy = A(t)B(t)k,, as = k3 and oy = k;. Compute oy = a; + ap + ag + a4.

(c4) Compute the time when the next chemical reaction takes place as ¢+ 7 where

= aioln [rll] . (2.29)

(d4) Compute the number of molecules at time ¢ + r by

A(t) -2 ifOSrg <0)/0°;
_ JA(t) -1 ifa;/ay €r; < (a; +a3)/ae;
A +v)= Alt)+1  if(ay + 0;)/30 < :2 < (‘;l + f-:: + ay)/ag; (230)
Alt) f{lay +az+m)/an<rp<l;
B(‘) i‘051'3<0|/002
_ ) B(t)~1 ifay /oy € ry < (0 4 az) /oy
BUATI="Bl) (e +aslfoe Sra< (o +a+a)fag 23D
B(t)+1 f (ay +az+as)/aysry <l

Erban, Chapman, Maini, arXiv:0704.1908v2 [q-bio.SC]

Then continue with step (nd) for time ¢t & 1.

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — V12
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Stochastisch vs. Deterministisch

ki ka ks ka4
A+A => 0O A+B => 0O D => A O => B

—  (a) (b)
@)
G 25 | 25, l -
2 * = *s0lution of ODEs == *solution of ODEs | ,l
B : £ 'u !
o |
—_ 20 o
N $ | 320 Mo . ,
> | n 11 | .
S gts / ¥ n e \! g15 £l M
= Mt |/ '
§ - ig ! F1 ' L: :lf-l" - ,,‘rr.l ' :

| ) "t NI ......-.. R B ] 'Y TR R PR -
C.:’>' g i i-‘...nh ! nt i" ' l’ fFl' iY | t"‘ : g v "7‘87‘.". i \J ! '
5 5{ } . 1 S| o A 1 1 i
2 : el || L
3 3 e
2 : 20 40 50 80 100 % 20 40 0 80 100
g“ tme [sec) tme |sec]
€
3 FiG. 2.3. Five realizations of SSA (a4)-(df). Number of molecules of chemical species A
6 (left panel) and B (right panel) are plotted as functions of time as solid kines, Different colours
= correspond to different realizations. The solution of (2.3.7)—(8.84) is given by the dashed line. We
_‘é’ use A(0)=0, B(0) =0, ky = 1073 sec™!, ky = 1072 sec™?, ky = 1.2 sec™! and kg = 1 sec™ !,
LLI
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Stationarer Zustand

A+A S o A+B 2 o
ki =103 s! ko =102s"!

kontinuierliches Modell:
Ass=|0, Bss=|0

P

(a)

30

o

! Bl molecuos
P
e |

UMD O

10 15 2 o x
Ut of A molecuins

ky = 10 Ysec ', ky = 10 “sec !, ky = 1.2 sex
A oblained by (£.95)

Erban, Chapman, Maini, arXiv:0704.1908v2

Kk Kk
Q@ => A @ => B
k3= 125" ke =1 s

Aus langen Gillespie-Simulationen:

Ass = 9.6, Bss=12.2

(b)
oon
&
S ooe
!
©
‘7 004
\.
g
L
oge
0

2 4 0 B0 W 12 14 18 18 0 22 24
rumbar of A mclec;m

Fi1c. 24, (a) Stationary distribulion ¢(n, m) oldaimed by lomg time simelation of (af) (d4) for

' and kg = 1sec . (b) Stationary distridution of

?

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — V12

24



Photosynthese ist...

..die Umwandlung von Lichtenergie in chemische Energie
(einer der wichtigsten Prozesse weltweit)
biologischer iiberblick
Stochastische Simulation aus einzelnen
Reaktionen

=> Unterschiede zu Gillespie?
=> Reihenfolge von Naherung und Simulation

Vesiweb

D D

G

I
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Photosynthese in Rb. sphaeroides

ATP ATPase
ADP + Pj .
0) 7 Mt
Ht  HY
RCALH1 K2 8 "
- =] \\ bet A
A O LERNE ||| O &2
A LH2 - )
= e
5 Mt H+
Licht- elektronische o—-H*-Paare Protonen- chemische
energie Anregungen gradient Energie

@ Nuqxagu ‘I 1 NATM XRQYDHU
Y \ -
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Chromatophoren-Vesikel

A
A 4

45 nm
=> einfach: 4 Proteine + 2 Transporter + H*; Kristallstrukturen u. Reaktionen
=> klein: <30 Proteine + LHCs; alles Prozesse im Vesikel
=> abgeschlossen:  definierte Randbedingungen fur die Simulation
=> praktisch: Anregung mit Licht, spektroskopische Messungen

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — V12 Geyer, Helms, BF) 91 (2006) 921 + 927



Modellierung der Proteine

RC: Photon => Ladungstrennung & 'P:o.o, Boxer et al, JCP 93
\Q (1989) 8280
l P'1" QaCy
A \ \Qa
" . M‘ ..".l p‘o‘ Q
' fam T NG
z o0 ms e p’.QA%f
' 7 P
PI0ACs

| Alj.pdb
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Stochastische Reaktionen
Wenn BS frei ist => Assoziation moglich: BS + X => BS:X

|) sind alle Bedingungen erfullt?
2) chemische Reaktionskinetik:

d|BS:X
Reaktionsrate: % = kon [BS] [X]

Bindungs-Wkeit pro BS: Fon = kon [X] At

H+out
-
A Q
Aic N\ <£i:\__J for each timestep At:
i o) for each reaction:
A“‘?/’ QH2
)

- e conditions fulfilled?

\m determine probability:

b

perform reaction

Geyer, Lauck, Helms, ] Biotech 129 (2007) 212
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Bsp: Elektronentransfer im RC

// Rl: transfers an electron to the Quinone
// using the energy from an exciton/{ if
(bs Q && (e P == 1) && (e Q == 0) && Bedingungen?
((He. 9 == 0) || (He Q == 1)))
{ if (LHPoolp->take out (LH kon)) Lo .
: e P = 0; =0 = 1 Wahrscheinlichkeit?
writeInternals () ; } I
3 Reaktion!
'HIII' 4 \
\ - Q
| RC 1\ V-
E 5Q Jr—
Al D2 OH2
¥ N
\os
Protein = {BS; Reaktionen(Zustand)}

mc\
clred v”/;:/' D4 c20x
Geyer, Lauck, Helms, | Biotech 129 (2007) 212
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"Pools-and-Proteins"—Modell

H+ outside ) ADP +P)( ATP j
AD

titratable
groups

ATPase

3

H* inside )
40 aktive Proteine .
* unabhangig voneinander |9.P355|Ve Pools |
« stochastische Reaktionen mit je | Molekidl * ein Pool pro Metabolit
« Anzahl wie auf dem Vesikel * hier: Diffusion ist schnell

Verbindungen definieren das biologische System
=> Pfade als "emergent behavior"

Geyer, Lauck, Helms, ] Biotech 129 (2007) 212
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Web Interface

Simulationen Uuber Konfigurationsdatei oder
web-interface @ service.bioinformatik.uni-saarland.de/vesiweb

deveiop @ Veshmed@senice < Mokeasir Systerms § Vesiweb - Particle Plots
p
e Lok
Vesiweb
Pro Pa t
Light Harvesting Comp
Mo
3!
||||||
Reaction C
i K = Nur H e 1l 047440
H | | Wi, 3 | }
_(\\ “\
b mple
/ W\
)
: ine
]
heosa ¢
ATV aw )
Namber of ATF ! f 1
m| !l ",:
o
1| 1
i I A (4
1 I I | a0 | R | T | S_— ]
ine |

» \Verstehen der Prozesse

* Modell-Verifikation + Parametrisierung gegen Experimente
[Florian Lauck. T.G., 2006]
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Stochastische Effekte

Oxidationszustand des Cytochrom c-Pools bei kontinuierlicher Beleuchtung

tism 18]

1nararns = Llleninetion

1 [w/e2]

Nle2 an)
- & BB

tism 182
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Steady State <=> Fluktuationen

60 Sek. bei konstanter Beleuchtung mit 10 RC/LHC-Dimeren und 4 bcl-Dimeren
=> Oxidationszustand des Cytochrom c-Pools

20

30
25

-~ 20

x

N

o 15

o

~
10

5

0 -

<#c2o0x>
P
|

3 W/m?

-
(&)}
|

0 2 4 6 8101214161 8202224262830623436384 04244464 E605254560850

tine [s] ()

6 9
| [W/m2]

12

8 W/m?2

0 2 4 6 31012141618202224262830523436354 04 2444648606 254566850
tine [s]

N 4.5W/m?

0 2 4 6 §1012141618202224262830623436384 04 244464 85056254566860
tine [s]

cZox

czred

u i
0 2 4 6 3101214161820222426283052343638404 244464 8606254566860
tine [s]

cZox
czred

20

15

~
of

N 10
S
=

5

0

6.5 W/m?

0 2 4 6 81012141618202224262830623436384 04244464 8606254560860

tine [s]

cZox
czred

=> weicher Ubergang mit starken Fluktuationen
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Deterministisch vs. Stochastisch

t=0.3s

9
| [W/m2]

Gleichungen mitteln, dann simulieren

scharfer Ubergang

nur numerische Unsicherheiten

Reproduzierbare Werte

Softwarewerkzeuge WS 12/13 — VI2

<=>

<=>

<=>

<=>

N
o

—
o
|

<#c2o0x>
—
o
|

6 9 12
| [W/m2]

Simulieren, dann Ergebnisse mitteln

weicher Ubergang auch
fur lange Zeiten

Fluktuationen = Signal

nur Mittelwert reproduzierbar

35



Dimerisierung der LH|

| Antenne fur 2 unabhangige RCs
=> weniger Photonen werden abgewiesen

=> Effizienz erhoht

o e | _‘.~ r:. -
J ¥ ,/3 RSV ’\
J q "a ;; _kk "}
i ) "a Q,' . O
s G- AN R
0 s ' Q“Gl)‘) 'I"( :
‘soﬁ" .T— _2 e‘.‘:” ) /‘
- N }.G V.

...........................................................................

A\

, E12 St
i | wic2 —» RC2 i| LHe2 —>[ E2 )—> RC2

=> Effekt nur sichtbar bei unabhangigen,
stochastisch modellierten Proteinen

zusatzlich: Dimer ist die effizientere Antenne

Geyer, Biophys ] 93 (2007) 4374
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Geyer, Lauck, Helms, ] Biotech 129 (2007) 212
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Vesimulus: Warum nicht Gillespie?

Gillespie: Pools-and-Proteins:

Belegung unabhangiger Bindungsstellen

hohe Anzahl von Spezies/Zustanden
=> Zustande als Filter

=> Komplexitat!

Jeweils eine Reaktion Mehrere Reaktionen pro Zeitschritt

Numerisch effizient, exakt Naturliche Modellierung

Viele unabhangige Proteine

Mittelung Simulation
Gemittelte Proteine Belegungszahlen pro Protein
Simulation Mittelung

e o

gemittelte Belegungszahlen gemittelte Belegungszahlen
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Zusammenfassung

Stochastische Effekte sind oft wichtig — wann?

Modellierung I: Gillespie

* numerisch effizient

* numerisch exakt

* biochemische Prozesse

=> stochastische Integration kontinuierlicher Ratengleichungen

Modellierung |l: Pools-and-Proteins

* direkte Modellierung individueller Proteine

* Netzwerktopologie bleibt erhalten (auf allen Ebenen)
=> mikroskopisches Verhalten jedes einzelnen Proteins
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